5. Aplicaciones de la Derivada

5.1. Recta tangente , normal e interseccion de curvas

Recta tangente

Desde la escuela primaria se sabe que la recta tangente en un punto de una circunferencia es
aquella recta que intercepta a la circunferencia en un solo punto, pero lo cierto es que tal
definicidn no es suficiente para una curva en general porque en otros casos la recta tangente
puede llegar a interceptar a la curva en uno o mas puntos, ademés de ser inclinada,
horizontal o vertical.
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Para obtener una definicion adecuada de la recta tangente a la grafica de una funciéon en un
punto se emplea el concepto de limite

Ecuacion de la recta tangente

Sea f una funcién continua en xo. La ecuacién de la recta tangente a
la curva en xo es:

1)y =f"(x,). x + b, silafuncién es derivable en xo.

11) x=x,, si la derivada, cuando x tiende a x, por la izquierda y por la
derecha, es mas infinito (o menos infinito).

1. Célculo de la ecuacion de la recta tangente a f{x)=x"+1 en x,=0.5.

1. Derivamos la funcion 1 '(x)=3x".
2. Evaluamos la derivada en 0,5, f'(0.5)=m=0.75.
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Calculamos la ordenada de x,=0.5 que es y,=f(x0)=1.13.

4. Sustituimos los valores dados en la ecuacion de la recta tangente a la curva, es decir
en y,=mx, + b, para obtener »b=0.75.

5. Escribimos la ecuacion de la recta tangente: y = 0,75 x + 0,75

2. Calculo de la ecuacion de la recta tangente a y= sen x en x,=pi/2.

Derivamos la funcién y' = cos x.

Evaluamos la derivada en pi/2 para obtener m= 0

Calculamos la ordenada de x,=pi/2, que es y,=1.

Calculamos la ordenada en el origen de la recta tangente, b=1.
Escribimos la ecuacion de la recta tangente: y=1

Nk W=

3. Calculo de la ecuacion de la recta tangente a la siguiente curva en el punto de abscisa
cero.

y=3x

= 1
La derivada 33“"}?
Se observa que el dominio de la funcion es D=R, pero que la primera derivada no
esta definida en cero.
3. Analizando la derivada cuando x tiende a 0 por la izquierda y derecha se sabe que y’
es mas infinito en ambos casos, entonces la ecuacion de la recta tangente es vertical
y su ecuacion: x=0

N —

4. Calculo de la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia x* + y*= 5 en x,= -2.

La derivada es y' = -(x/y) (Obtenerla derivando la funcion implicitamente).
La ordenada para x,= - 2 es y,= -1.

La derivada evaluada en (-2,1) es m=- 2.

La ordenada en el origen de la recta tangente b= - 5.

La ecuacion de la recta tangente: y = - 2x- 5

Nk W=



Recta normal

Si se traza una perpendicular a la recta tangente se obtiene la recta normal. Los graficos
muestran la recta tangente y la normal a la curva en un punto dado.
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Recta normal

La recta normal a la curva en el punto de abscisa x, es la recta
perpendicular a la tangente a la curva en el mismo punto.

Pendiente y ecuacion de la recta normal

1) Si la pendiente de la recta tangente es m,=f '(x,), la pendiente de la

recta normal satisface la relacion m; . m, = -1, es decir
1
B,y ==—
Sz,
y la ecuacion de la recta normal:
1
T+

TGy

i1) Si la recta tangente es vertical, la pendiente de la recta normal es




m,=0, y la ecuacion de la recta normal:

y = fixo)

5. Calculo de la ecuacion de la recta normal a y=x3 +1 en x,=0,5.

Derivamos la funcion, y=3x".

Evaluamos la derivada en y'(0.5) = m;= 0.75.

Calculamos la pendiente de la recta normal m,= - 1.33.
Calculamos la ordenada de x,=0.5 que es y,=1.13.

Calculamos la ordenada en el origen de la recta normal, h=1.79.
Escribimos la ecuacion de la recta normal:

SNk W=

y,=-133 x+1.79

6. Calculo de la ecuacion de la recta normal a y= sen x en x,=pi/2.

1. Derivamos la funcioén, y' = cos x.
2. Evaluamos la derivada en pi/2 para obtener m= 0.
3. Calculamos la pendiente de la recta normal, m,= 1/0 = infinito. La recta normal
forma un angulo de 90° con el eje de las abscisas, es decir se trata de una recta
vertical de ecuacion

x=pi/2

7. Célculo de la ecuacion de la recta normal a la siguiente curva en el punto de abscisa
cero.

y=3x

, 1

y'=
3! &
1. La derivada BW'I{X_

2. Laecuaciodn de la recta tangente es x=0 (recta vertical
3. Laecuacion de la recta normal es y=f(xo), es decir

y=0



8. Calculo de la ecuacion de la recta normal a la circunferencia x,= -2 y con pendiente
positiva.

x2+y2=5

La derivada es y' = -(x/y) (se obtiene derivando la funcidén implicita).
La ordenada para x,= -2 es y,= -1.

La derivada evaluada en (-2,-1) es m¢= - 2.

La pendiente de la recta normal, m; = 0.5.

La ordenada en el origen de la recta normal b=0.

La ecuacion de la recta normal:

Sk W=

y=0.5x

9. Determine las ecuaciones de la recta tangente L
(recta perpendicular a la tangente) Ly a la curva de

T y de la recta normal

— — i _
ecuacion: i fl':;'f:l A 8, en el punto P (3, 1).

Note en primer lugar que el punto de tangencia P (3, 1) pertenece a la
curva (fig. 1.)

N

P (31)

o7




fig. 1.

La pendiente de L'_i'", viene dada por:
o
a=| 2| = 1@
dx ) oy
£z = ”2?}( ) R
x* -3

Pero,
Asi que, Mr =J () =3

Usando ahora la forma: punto — pendiente de la ecuacion de la recta, se

Ly, p-1=3z-Te3z-y-8=10

tiene entonces para , es la ecuacion de

la recta tangente.

B = ——
- - n

i

Ahora, como = T , se deduce que 3

Usando nuevamente la forma punto - pendiente de la ecuacidén de la

1
y-l=-—(i-3 & x+iy-6=10
recta, se tiene para ~¥: = es la ecuacién
de la recta normal.

10. Encontrar la ecuacion de la recta normal a la curva de

— _ 3
ecuacion Y =S =17 %1 46 es paralela a la recta de ecuacién: x+12y-
6=0

En la fig. 2. aparece la grafica de la curva y de la recta dada.



fig. 2.

Si se denota por Ly la recta normal, como Ly es paralela a x+lay-6=1 ,

1

P?EN =—-—
se tiene que 12 (seccidén 4.5.).

Para determinar la ecuacion de LN, hace falta conocer el punto P(x;, y;) de
tangencia.

=11
Para ello, se usa el hecho de que iy 12 (MT: pendiente de la tangente).

T W
De otro lado, T = Flizp) =3x

Asi que

Este ultimo resultado, indica que existen dos puntos de tangencia a saber:
Pl (2/ 9) y P2 ('21 '7)'

En consecuencia, existen dos rectas normales que verifican las condiciones
iniciales del problema.

Una de ellas, pasa por P; (2, 9) y pendiente 12 .

1 - .
ypoS=-—(x-erxtldy-10=10
Su ecuacion viene dada por: 1g



La otra, pasa por P, (-2, -7) y pendiente
y-(-7 =-%(x— (-2 € x+12y-86=0

Su ecuacion viene dada por:

5.2. Maximos y minimos (criterio de la primera derivada)

Extremos Absolutos

Las palabras maximo y minimo, pertenecen a un lenguaje habitual y los usamos
generalmente cuando deseamos expresar, lo mas grande o lo mas pequefio de la
cantidad comparada. Este es el mismo significado que toma en el calculo. “Para cada
funcién es posible establecer comparaciones entre las imdgenes, en un intervalo
dado, y de acuerdo a la medida conocer la mayor imagen y desde luego, al menor.
Estos serdn llamados extremos de la funcién, o de manera mds especifica, mdaximo
absoluto y minimo absoluto respectivamente”.

Precisaremos aun mas:

Definicion:

Maximo y minimo absolutos: Sea f una funcién continua definida en [a, b].
Sea c y d dos numeros del intervalo, tales que:
f(c) >f (x) paratodo x € [a, b]
y f(d) <f(x) paratodo x € [a, b]
llamamos a f(c) el maximo absoluto de fen [a, b] y a f(d) el minimo absoluto
de fen [a, b].

Es conveniente hacer algunas reflexiones sobre la definicion anterior.
Primeramente, es evidente en la Figura 51 que:
y Maximo absoluto = f (b)

Minimo absoluto = f (a)
f (b)

Figura 51




Sin embargo, ¢Cual es el maximo absoluto y el minimo absoluto en la funcion

constante que aparece en la Figura 527

Como observaras la

y imagen para toda x € [a, b] es el

namero k. Si comparamos, en el
k lenguaje ordinario tendriamos

que concluir que no hay mayor o

Figura 52 menor. Sin embargo, de acuerdo

Con esto deseamos enfatizar lo siguiente: el n

X ala definicién:
Maximo absoluto = k

Minimo absoluto =k

resultan de la comparacién de los valores que toma la funcidon en su dominio. No

representa la imagen de algun argumento en particular, independientemente de que ésta

los tome. Asi, este numero llamado maximo (o minimo) absoluto, puede corresponder al

valor de la funcién para uno o mas argumentos del dominio.

Oftro aspecto importante es el hecho de que los extremos absolutos pueden o no

coincidir con los limites del intervalo que da el dominio, como se vera en el ejemplo 1:

Ejemplo 1.- Dada f (x) = x* —2x, calcular los extremos absolutos en el intervalo

[0, 3.

SOLUCION:

v

Como se
observa, su vértice se
encuentraenx=1,yen
él se encuentra el
minimo absoluto.

Resulta también
evidente que el maximo

aAhenliitAn ~AArroaenAanAda A



Six=0 Six=2

f(x)=(0?-2(0)=0 f(x)=(2?-2(2)=4-4=0
Six=1 Six=3
F(x)=(1)-2(1)=1-2=-1 f(x)=(3°-2(3)=9-6=3

.- Maximo absoluto =3 parax=3
Minimo absoluto =-1 parax=1

Ejemplo 2.- Dada f (x) = 3x — 5, calcular los extremos absolutos en el intervalo

[-2, 4].
SOLUCION.
Six=-2 Six=4
f(x)=3(-2)-5=—6-5=-1 f(x)=3(4)-5=12-5=7

.. Méaximo absoluto =7 parax= 4
Minimo absoluto =-1 parax=-2

Observacion:

Una regla practica que se usa para determinar los extremos absolutos de una
funcién continua f en un intervalo cerrado [a, b] es la siguiente:

1. Se determinan los puntos criticos c¢;, ¢5, C3, ...,Cn (resolviendo Sz = D, o]

donde J () no existe).

f&)

2. Se calcula Fla) y

Fla), fib). fle). Flgd Fled

3. Maximo absoluto de f = max {

Flad, Ji&), Fle). Flgd Jled,

Minimo absoluto de f = min |

Extremos Relativos




Definicion:

Maximos y minimos relativos: Sea f una funcién derivable en [a, b]. Sea ¢ < (a,

b), tal que f(c) = 0. Decimos que f(c) es un extremo relativo (o extremo local), si
es posible encontrar un subintervalo de [a, b] que contenga a ¢ en donde f (c) sea

un extremo absoluto.

f‘(c)=0 Por ejemplo, en la Figura

53, los extremos absolutos

son:
4 Maximo absoluto = f (b)
(d) =0 Minimo absoluto = f (a)
a c d b X
Figura 53

Sin embargo existen otros casos en donde si se restringe el dominio, los nimeros
anteriores se comportan como extremos. Por ejemplo, la funcién de la Figura 53 tiene un
maximo en x = ¢, dentro del intervalo [a, d], y un minimo en x = d, dentro del intervalo [c,
d]. Asi, de acuerdo a la definicién:

Maximo relativo = f (c)

Minimo relativo = f (d)

Los extremos relativos podran localizarse al resolver la ecuacion f (x) = 0, ya que entre
sus raices se encuentran las abscisas de estas; sin embargo, no todas las raices
corresponderan necesariamente a un extremo. Podria tratarse también de un punto como

el que se ilustra en la Figura 54.

y En donde, a

Figura 54 pesar de que la
f'(c) =y derivada se anula en x =

/ ¢, no se puede hallar en
! [a, b] ningun

subintervalo en donde

a c b f(c) sea, ya un maximo o

un minimo.



“Llamaremos numero critico a cualquier argumento c del dominio de la
funcion f, tal que f (c) = 0. Asi, los mdximos y minimos locales tendran siempre
como abscisa un numero critico. Por otra parte, si ¢ es un numero critico para f,

entonces el punto (c, f(c)) serd llamado punto critico de f”.

Ejemplo 1.- Cuales son los nimeros criticos de la funcién f (x) = x* + 3x* —9x + 3y cuales

son sus puntos criticos. .
Puntos criticos

Numeros Criticos Si x=-3

f(x) =x°+3x° ~9x + 3 (-3) = (-3)°+3(-3)-9(-3)+3

f(x) = 3x° + 6x -9 =-27+27+27+3=30

f(x) =0 (-3, 30)

3x*+6x-9=0 Six=1

X¥+2x-3=0 f(1)=(1) +3(1)-9(1) +3=1+3-9 +3=2
(x+3)(x-1)=0 (1,-2)

Criterio de la Primera Derivada para Extremos Relativos

Sea f una funcién continua en un intervalo I; sean a, b, c puntos de I, talesquea <c< by
€ un punto critico de f (f (c) = 0 o f ' ( c) no existe).

Entonces:

i. Si JHz) >0 para todo xen (a, c) y Sz <0 para todo x en (¢, b), entonces, f(c)
es un maximo relativo. (fig. 9.13. (a), fig. 9.13. (b)).

ii. Si Jix) <0 para todo xen (a, c) y Nt para todo x en (¢, b), entonces, f(c)
es un minimo relativo. (fig. 9.13. (d), fig. 9.13. (e)).

iii. Si J'x)>0 para todo xen (a, ¢) y J'x)>0 para todo x en (¢, b), entonces, f(c)
no es un extremo relativo. (fig. 9.13. (¢)).

iv. Si F(x] '::Dpara todoxen(a c)y Jia) <0

para todo x en (c, b), entonces, f(c) no es un extremo relativo. (fig. 9.13. (f)).



fig. 9.13.

Observacion:

En el lenguaje corriente, las partes i. y ii. del teorema , se expresan respectivamente, en la
siguiente forma:

Si la derivada pasa de positiva a negativa, entonces, el punto critico corresponde a un
maximo relativo; y si la derivada pasa de negativa a positiva, el punto critico
corresponde a un minimo relativo.



5.3. Maximos y minimos (criterio de la segunda derivada)

A partir de las propiedades de los extremos locales estamos en condiciones de
establecer para diversos tipos de funciones, cuando un extremo relativo corresponda a
un maximo y cuando a un minimo. De hecho, a partir de la resolucion de la ecuacion f

‘(x) = 0, es posible determinar su ubicacion.

Ademas, como se observa en la Figura 55, el maximo relativo, se encuentra en
algun punto de la curva en donde ésta es convexa. Por el contrario, para el punto en
donde se localiza el minimo relativo, la curva es concava. De acuerdo a los criterios y

propiedades de concavidad y puntos de inflexion, se establece la siguiente propiedad.

Definicion:

Criterio de la Segunda Derivada: Sea f una funcién tal que su primera y segunda

derivada existan en x = ¢. Para la curva de f:

5 Existe un maximo relativo en x = ¢ si:
f'lc)=0 y f'c)<0

% Existe un minimo relativo en x = ¢ si:
f'lc)=0 y f'(c)>0

f"lc)<0
f'lc) =0

Figura 55




C
X
f"(d) >0
f(d) =0

Cuando la funcion permite un calculo rapido de sus derivadas sucesivas, el
teorema resulta ser el mejor camino para la determinaciéon de los extremos
relativos.

Ejemplo 1.- Calcular los maximos y minimos por el criterio de la segunda
derivada de la funcion

fix) =x*—6x° + 9x + 5.
a) Calcular los numeros criticos.
f'lx)=0
fllx)=3¢-12x+9
3¢ -12x+9=0
X —4x+3=0
(x-3)(x-2)=0

x—3=0 x-1=0

b) Calculo de la segunda derivada.
f'"(x)=6x-12

¢) Sustitucién de los numeros criticos.
Six=1

f"(x) =6(1)— 12 =6— 12 = - 6 < 0 (méximo).



Six=3

f'(x)=6(3)—12=18—-12= 6 >0 (minimo).
d) Calculo de los valores relativos.

Six=1

43 2
fix)= (1) -6(1)"+9(1)+5 En forma de coordenada:

=1-6+9+5=9 (1, 9) mdximo
Mdximo = 9 para x =1
Six=3

En forma de coordenada:

fix)= (3 -6(3V+9(3)+5
(3, 5) minimo

=27-54+27+5=5

Minimo =5 para x =3



Fijate que lo impartante
no es el nidmera que
=alga al s ustituir. j Lo
importante &= elsigno
quesalga !

Recuerda que la
ordenada es el gje™y
la abeisa &= el eje X

wann. okimiath. com 1-J5100-01

. N 3 2
Calcular los maximaos y los minimos de J(x) = 2 —dx*+ 9x

Siempre comenzamos calculando las dos primeras dervadas:
Fix) = 3x° —12x+ 9
Fhixy = 6x—-12

Ahora igualamos la primera derivada a cero y resolvemaos la ecuacian resultante,

Fiixy = 0 = 3x% 122+ 3 =0

utilizando la fdrmula de la ecuacidn de segundo grado obtenemos las soluciones,

1246
= :3
L ——12+ i-12f -4.3.9 =1&.F144—108=121J3T5= 1246 _ T
2.3 6 6 6 Lo 16

Far tanto, podemos afirmar que :
xr =73 x =1
son los puntos candidatos a ser maximo o minimo. Esos puntos puede que sean

maximos, minimos o no sean nada, Para decidirlo los sustituimos en la derivada
sequnda ;

FH =6.3-12=18-12=6 >0 = x = 3 esunminima
) = 6.1-12 = 6-12=-6 <0 = x

1 esun maximo

Foar dltimo, calculamos la ordenada gque corresponde a cada punto sustituyéndolos
en la funcidn:

J3)
Ji

3 -6.3249.3 =2 27T-54 +27 =0

1> -61°+9.1=1-6+9 = 4

For tanto ya podermos decir gue la funcidn Fix tiene:

Un méximao en el punta (1, 4)
Unminimoen el punto (3,0)

Maxime . (1,4
Mimiene 0 (5,0

Solucion:

(5) 2009 Okmath. Todes los derechos res ervados. Hoze permite la reproduccion sin autoriz acién.



5.4. Funciones crecientes y decrecientes

Funcion estrictamente creciente en un intervalo

Una funcion () es estrictamente creciente en un intervalo (- b :', si para dos valores

cualesquiera del intervalo, 1 y Iz, se cumple que:

K

Cuando en la grafica de una funcion estrictamente creciente nos movemos hacia la derecha también nos
movemos hacia arriba:

g =y = rg :I = f{a )



Una funcion [ es estrictamente creciente en el punto de abscisa ' — i1 siexiste algun numero

positivo h talque f es estrictamente creciente en el intervalo |- — h,x 4+ h
De esta definicién se deduce quesi ~ es derivableen x = a y [ es estrictamente creciente en
el punto de abscisa : = ir, entonces Fla)=10

Funcion creciente en un intervalo

Una funcién i -!') es creciente en un intervalo | @ b ] si para dos valores cualesquiera del intervalo,
A1y Iz se cumple que:

faz) — (1) ~ 0
O I i -

Funcion estrictamente decreciente en un intervalo

Una funcien Tl T) es estrictamente decreciente en un intervalo [ - D ] si para dos valores
cualesquiera del intervalo, 1 y 'z, se cumple que:

fiaz :I — fI:.I'].:I <0

Ka — 0



T v

K

Cuando en la grafica de una funcion estrictamente decreciente nos movemos hacia la derecha tambien
nos movemos hacia abajo:

g =y = rg :I < f{am )

Una funcién [ es estrictamente decreciente en el punto de abcisa 1 =  si existe algun nimero
positivo h talque f es estrictamente decreciente en el intervalo | =& — hyaw + h )

De esta esta definicion se deduce que si f es derivableen o= = @ y [ es estrictamente
decreciente en el punto de abcisa ¥ = i1, entonces Fla)=0

Funcion decreciente en un intervalo

Una funcién T -!') es decreciente en un intervalo [ 2. [ ) si para dos valores cualesquiera del
intervalo, It y .I'z, se cumple que:

f{as ] — f I:.I'l )
5.5. I — N

=0



5.6. Estudio general de las curvas

1. Trazar la curva correspondiente a la funcion:
2 2
0 +3 0 xT 43

2 +d (x- Dx+2)

Determinemos los elementos fundamentales de la curva como son:

y=Jx=

1. Dominio natural de f (x).

Los Unicos valores de x para los cuales no existe la funcion son &= 2
y &5 -2 (valores de x que anulan el denominador). De esta

D, =R-{2-2}

forma:

2. Interceptos:

1
X +3 . 2
|:] = — o S S 3 = |:]
i. Con el eje x (se hace y = o en (1)): AT
Esta Ultima ecuacidn no tiene Solucion real, indicando con esto que la curva

no corta al eje x.

_ 0% +3 _ 3
" . _ O R
il. Con el eje y (se hace x = 0 en (1)): Asi que, la curva
Fl0,- 3f4)_

corta al eje y en el punto
3. Asintotas:

i. Verticales: son aquellos valores de x que anulen el denominador de (1).
En este caso, las rectas verticales x = 2 y x = - 2 son asintotas verticales
de la curva.

2
Lim 1) = Lin 2 2

2" ¥t o3t —

= 4

Ademas,



1
i

Lim F(x) = Lim = —oo
S T
L =17 x 4
2
.. A s
Lim F(x) = Lim - =—m
Py P .
.. o2t 43
Lim f(x) = Lim — =+
- ¥==dT xT —
il. Horizontales:
1
. bl
Lim f(x) = Lvm ; =1
Como: **® ¥ 3" =4 se deduce que y = 1 es una asintota
2
¥ +3 7
£ = —
Jx) = =1+

horizontal de la curva. De otro lado, como, x4 x4 ,
se deduce entonces que los valores de la funcidén para valores grandes de x
en valor absoluto, son mayores que 1, indicando con esto que la curva
siempre estad por encima de la curva.

En la fig. 3. se indica el intercepto de la curva con el eje y, el
comportamiento de la curva cerca de las asintotas.

v

fig. 3



iii. Oblicuas: No tiene. ¢{Porqué?.

4. Intervalos donde crece y decrece la curva. Extremos relativos.

Para ello, se hace el andlisis de la primera derivada.

ox(x -4 -2xx? +3) -1z

EE

1 :IE
Como (J: 4l =10 (positivo), el signo de la derivada, solo depende del
signo del factor (-14 x). Asi:

7 -

Signo de (-14 x) 6 Signo de f (x) +++++++++++++++|------- - -

0

El diagrama indica que: f (x) es creciente en '[_ ‘I'r':']

f (x) es decreciente en [0,42)

En consecuencia,
x = 0, corresponde a la abscisa de un punto maximo
F (0. 7(0)) = F,(0,-3/4)

relativo. .

5. Intervalos de concavidad. Posibles puntos de inflexion.

Para ello, se hace uso de la segunda derivada.

—14x 42x% + 56
SR =——m= "x)= —
. (x-2) x+2)’

Si (52 _4:2

2
Como 4227 + 56 2 0 (positivo), el signo de la segunda derivada depende del
signo de los factores del denominador.

Signode (x = 2)%--------------- | +++++++++++++++



Signo de (x + 2)%- - ---- - | ++++++++ +++++++++++++++

Signode f"(x) +++++++++| - - - - - - - [+++++++++++++++

-2 2

El signo de la segunda derivada indica que:

f (x) es concava hacia arriba (+) en (-, -2) w2 *e)

f (x) es concava hacia abajo (-) en '[_ 2’2)

En los puntos x = -2 y x = 2 la concavidad cambia de signo, indicando con
esto que hay "inflexidon" pero, no existe punto de inflexion (éPorqué?).

La fig. 4. recoge toda la informacion obtenida y proporciona una muy
buena aproximacién a la grafica de la funcién dada.

¥y

________ LY __ 4T

fig. 4

2. Trazar la curva correspondiente a la funcion:
5 _{x+1)3_x3+3x3+3x+1

y=Jix)= = ——

Iix - 1) xt-Z2x+l

(1)



1. Dominio natural de f(x):

El Unico valor de x para el cual no existe fes x = 1 (valor de x que anula el

Oy = R={1} = (- oo, 1) (], +)

denominador). Asi que

la funcién es continua para todo * ™ 1 , por ser el cociente de dos
polinomios.

2. Interceptos:

0=
(x-1)°
i. Con el eje x (se hacey = 0 en (1)): . Luego el
punto F{_ LU) es el intercepto de la curva con el eje x.

DS

2
ii. Con el eje y (se hace x =0 en (1)): (D 1) . Luego el punto Q{DJ) es
el intercepto de la curva con el eje y.

3. Asintotas:

i. Verticales: El Unico valor de x que anula el denominador es x = 1 y esta
es la Unica asintota vertical de la curva.

De otro lado:

iy
Ly £ (3) = Lig 87 fondea®)
ot 1t I:x - 1) — Bende, a1 +)

oo

3
J.__. i
Lim f(x) = Lim E 1) 7 fendea 80

xs1" L (I - 1)2 — fignde, a0 +) ?

ii. Horizontales: No tiene ({Porqué?).

ifi. Oblicuas: Como el grado del humerador es 3, una unidad mas que el
grado del denominador que es 2, la curva tiene una asintota oblicua de la



forma y = mx + b.

Para determinarla, se efectla la divisidon entre el numerador y el
denominador y se obtiene:

3 y _
x +23:J: +3x+1=(x+5)+ 12x-4

xt=2x +1 xt —0x+1

. =x+°= . :
Asi que ¥4 ~ % T -~ es |a asintota oblicua de la curva.

Para estudiar el comportamiento de la curva "cerca" de la asintota se

estudia la diferencia: ¢ .J"A, para un mismo valor de x.

Donde *¢': |a ordenada de la curva y Vi ordenada de la asintota.

. =x3+3x3+3x+1_(x+:|)= 12x -4
[ A M - -3 A4
Esto es, xt-2x+] xt-ax+] Si x >0,

- >0 .
entonces, Ye " ra , indicando con esto, que para valores grandes de x
(positivos), la curva esta por encima de la asintota.

Si x <0, entonces, *¢ 4 <0 , lo cual indica que para valores grandes de
x (negativos), la curva esta por debajo de la asintota.

En la figura 5 se ilustra los interceptos de la curva con los ejes
coordenados, asi como también el comportamiento de la curva "cerca" de
las asintotas.
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fig. 5.
4. Intervalos donde crece y decrece la curva. Extremos relativos.

Para ello se hace el andlisis del signo de la primera derivada.

x+D -0 =20 -Dix+ 1 (4D (x-35)

(a -1 (1= 17

72

El signo de f (x) depende de los signos que poseen los factores (x - 5) y (x
- 1)3, puesto que
(x + 1)% es siempre positivo.

Signo de (x - 5) 5]

Signo de (x - 1)3

Signo de f’(x) 1l 5

El signo de f (x) indica:



fcrece en los intervalos (- 1] y [5.+)
fdecrece en el intervalo 'Ilj]

x =1 corresponde a un maximo relativo. £ [lf {1]) = [LU)

x =5 corresponde a un minimo relativo. £ {J’j {J}) ~ S {J’l 3"0

5. Intervalos de concavidad. Posibles puntos de inflexion

Para ello se analiza el signo de la segunda derivada f”(x).

_24(x+1)

S =

El signo de /”’(x) solo depende del signo del factor (x + 1), puesto que 24

- 4 . .o, .
y [x 1:] son siempre positivos.

--------- |+ ++++++++++++++++

Signode (x + 1) -1 y

El signo de f/ “’(x) indica:

f(x) es concava hacia abajo {ﬁ) en '[_ °°=1]

f(x) es concava hacia arriba () en - 1’+°°:'.

El punto F-1L7D) corresponde a un punto de inflexion, es decir

en Fr '[_ 1,0) la curva cambia de concavidad.

En la fig. 6. se traza la curva con todos los elementos asi obtenidos
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fig. 6.

5.7. Derivada como razén de cambio y aplicaciones

S (x+Ax) - f(x)
Ax
variacion de la variable dependiente (funcion) y la variacion experimentada por
la variable independiente, por este motivo se le denomina razon _media de
cambio de la funcion f(x), cuando se toma el limite a esta expresion en que Ax
— 0, es decir la derivada, se le denomina también_razon instantanea de

cambio.

La expresion representa el cuociente entre la

Este concepto se aplica también en cinematica al expresar la posicion de un
cuerpo con movimiento unidimensional en funcién del tiempo x = x(t), en tal
caso la razén instantanea de cambio de la posicion, corresponde al concepto
de rapidez instantanea.

g SOHA)—f(@) _dx
Ax—>0 At dt




Para encontrar entonces la razén de cambio se debe determinar en primer
lugar la relacion entre las variables mediante una funcion y posteriormente
obtener su derivada.

Ejemplo:

Encontrar la rapidez de variacion del volumen de un cubo con respecto a la
longitud de un lado.

Solucion:

Si la relacion entre el volumen de un cubo (V) y la longitud de uno de sus
aristas (a) es:

V=a° entonces obteniendo dV/da se tiene la variacion, esto es: V' = 3a 2

5.8. Problemas de aplicacién

S(x+Ax) — f(x)

La expresion Ax representa el cociente entre
la variacion de la variable dependiente (funcién) y la variacion
experimentada por la variable independiente, por este motivo se le
denomina razon media de cambio de la funcion f(x), cuando se toma el
limite a esta expresion en que Ax — 0, es decir la derivada, se le
denomina también_razon instantanea de cambio.




Este concepto se aplica también en cinematica al expresar la
posicion de un cuerpo con movimiento unidimensional en funcién del
tiempo x = x(t), en tal caso la razén instantanea de cambio de la
posicion, corresponde al concepto de rapidez instantanea.

e JGHAD=f()
Ax—0 At dt

Para encontrar entonces la razon de cambio se debe determinar en
primer lugar la relacion entre las variables mediante una funcion y
posteriormente obtener su derivada.

La derivacion numérica es una técnica de andlisis numérico para calcular una
aproximacion a la derivada de una funcién en un punto utilizando los valores y
propiedades de la misma.

Por definicion la derivada de una funcion f(x) es:

o) — i L@ = (@)

h—0 h

Las aproximaciones numéricas que podamos hacer (para h > 0) seran:
Diferencias hacia adelante:

() ~ f(zo + hﬁ — f(zo)

Diferencias hacia atras:

fff:-’i‘f{]) ~ f(Tﬂ} — i(Tﬂ - h‘)

La aproximacién de la derivada por este método entrega resultados aceptables con un
determinado error. Para minimizar los errores se estima que el promedio de ambas
entrega la mejor aproximacion numeérica al problema dado:

Diferencias centrales:



h2
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